Matematisk statistik TMS063
Tentamen 2018-05-30

Tid: 8:30-12:30 Tentamensplats: SB

Hjilpmedel: Bifogad formelsamling och tabell samt Chalmersgodkénd réiknare.
Kursansvarig: Olof Elias

Telefonvakt/jour: Olof Elias, 0762026293. Till salen ca 9.30 och 11.30
Betygsgrinser: For betyg 3, 4 resp. 5 krdvs minst 12, 18 resp. 24 poéng.
For att bli godkind pa kursen kravs godként pa tentan och godként resultat
pa bada flervariabel-duggorna.

Till varje uppgift skall fullstéindig 16sning ldmnas!

1. Lat A C B C C vara tre hindelser med P(A4) = 0.2, P(B) =04, P(C) =
0.6.
(a) Beriikna sannolikheten av att alla tre héindelser intréffar. (2 poéng)
(b) Beriikna sannolikheten av att exakt tva hiindelser intréffar. (1 poing)
(¢) Berikna sannolikheten av att exakt en av hiindelserna intréiffar.
(1 podng)
(Ledning: Rita ett Venn-diagram av héindelserna.)

Losning:

(a) Eftersom A C B C C sa innebér det att om A intréffar sa maste
dven B och C intriffa. Vilket innebér att sannolikheten av att alla tre
héndelser intridffar ges av sannolikheten att A intraffar. Alternativt
sa observerar man:

P( AB,C intréffar) = P(ANBNC)=P(4).
(b) Samma resonemang ger att
P( Exakt tva av hindelserna intriffar ) = P(B\A°) = P(B)—P(A) = 0.2.

(c) Med hjilp av samma resonemang som tidigare sa ser man féljande.
Om C intriffar men inte B, sa kan inte A intréiffa heller eftersom
A C B. Detta ger oss att

P(Exakt en av A, B, C intriffar ) = P(CNB°) = P(C)—P(B) = 0.2.

2. En mackapér bestar av 30 likadana elektriska komponenter som fungerar
oberoende av varandra. Livsldngden (i ar) for varje enskild komponent kan
antas vara exponentialférdelad med parameter A = 1/5.

(a) Berdkna sannolikheten att en given komponent haller i mer &n 10 ar?
(2 poing)

(b) Vad é&r sannolikheten att minst 1 av komponenterna lever liangre &n
10 ar? (2 po#dng)



(c) Anvénd centrala grinsvirdessatsen for att approximativt berdkna
sannolikheten att den sammanslagna livslingden av alla komponen-
ter &r langre dn 150 ar? (2 po#ng)

Losning

(a) Livslingden &r exponentialfordelad med parameter A = 1/5 vilket
ger att om vi later X vara livslingden for en given komponent sa
soks

P(X >10) =e 1% =72,

(b) Om vi later Y vara antalet komponenter som lever liangre dn 10 ar
s& dr Y ~ Bin(30,e7?). Vilket innebir att vi séker

PY>1)=1-P(Y =0)=1—(1-e2)%
(c) Lat W = Zfil X; vara den totala livslingden, da har vi
E[W] = 30 E[X;] = 30-5 = 150, Var(W) = 30 Var(X;) = 30-52 = 750,

vilket ger att det vi sdker ges av

P(W > 150) = P <W E[W] 150 — 150)

+/ Var(W V750
c
X P(Z>0)=05
3. En Poisson process har egenskapen att den har sa kallade oberoende
okningar.

Detta innebér att om vi har fyra tidspunkter ¢, < to < t3 < t4 sa ar de
stokastiska variablerna N (t4) — N(t3) och N(t2) — N(¢1) oberoende och
Poissonférdelade med parameter A(t4 — t3) respektive A(t2 — t1).

(a) Berikna sannolikheten
P(N(4)—-N(@3)=0, N(2)—N(1)=0).

(2 podng)
(b) Vad &r den gemensamma tédtheten for variablerna N(4) — N(3) och
N(2) — N(1). (2 podng)

Losning:

(a) Eftersom N(4) — N(3) och N(2) — N(1) dr oberoende stokstiska va-
riabler sa ges sannolikheten av

Oa
0)P ( (2) - N@1)=0)=e e

dér den sista likheten fas av att N(4) — N(3) ~ Po()) och N(2) —
N(1) ~ Po()).



(b) Eftersom N(4) — N(3) och N(2) — N(1) &r oberoende sa fas den ge-
mensamma tatheten av produkten av de enskilda fordelningarna. Lat
X =N(4)—N(3)ochlat Y = N(2) — N(1) da fas den gemensamma
tétheten fxy av:

fxy(@,y) = fx(@)fy(y) = <>\xeA> (/;;e’\) = /\Hye*”

x! x!ly!

4. Lat N
flalo) = 2w 21,

vara en tiathet for en kontinuerlig stokastisk variabel X déar a > 1 &r en
okdnd parameter. Lat

= (1.8513,1.0100,1.0147,1.2724,1.0771,1.9173,1.3335, 1.0298, 1.0807, 1.0139)

vara ett observerat stickprov fran férdelningen. Berdkna Maximum likelihood-
skattaren och momentmetodsskattaren av «.

(Beréikningshjilp: # = 1.2601, 312 log(z;) = 2.0151,n = 10)

(2 poidng for momentmetoden och 4 poing fér maxmimum like-
lihoodmetoden. Totalt 6 poing.)

Losning:

Vi bérjar med momentmetoden. Lat x = (x1,2,...,%,) vara ett obser-
verat stickprov fran X, eftersom vi bara har en parameter vi vill skatta
racker det med att betrakta ekvationen

i:E[X]:/ x aﬂdx—a/ —dr =« .
1 e 1 xe a—1

Om vi 16ser ekvationen for « far vi

T

Satter vi in vara virden far vi att & = 4.8452.
Nu vander vi oss till maximumlikehood-metoden. Lat x vara som ovan
och bilda likelihoodfunktionen

L(alz) = [ f(zila) =
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Log-likelihoodfunktionen ges dérefter av
I(a|z) = log(L(a|z)) = nlog(a) — (o + 1) Zlog )

och dess forsta och andra-derivata ges av

n
I'(alz) = P Zlog x;),



Eftersom " (ar]z) < 0 sa dr | konkav vilket innebér att  har sitt maximum
dér derivatan dr noll:
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dvs. maximum-likelihood skattaren ges av

a* = n/Zlog(zi).
1

Satter vi in vara varden far vi i detta fall

o = 4.9626.

. Lenny och Carl singlar slant med varandra, visar den krona bjuder Carl pa
nista runda medan om den visar klave sa bjuder Lenny. Eftersom Lenny
och Carl &r sa goda vénner sa vill dom forsiikra sig om att myntet dom
kastar ar rattvist, dvs att proportionen av krona och klave &r lika, och ber
Moe testa det.

Moe gor 100 slantsinglingar och skriver ner om den visar krona eller klave.

Efter hundra kast har myntet visat krona 43 ganger och klave 57 ganger.
Hjilp Moe med att testa hypotesen om myntet ar réttvist:

Hy:p=05
Hy :p#0.5,

genom att stélla upp ett konfidensintervall for proportionen p med signi-
fikansniva o = 0.05 och avgdér om myntet dr riattvist eller ej.

(5 poting)

Losning: Lat p = % vara den observerade proportionen av antalet krona
( det gar lika bra att betrakta proportionen av antalet klave). Konfidensin-

tervallet ges av

T
[Ty p(Tp) — 0.43 + 1.961/(0.43 - 0.57)/100 = [0.333,0.527].

Eftersom 0.5 € [0.333,0.527] sa kan vi inte forkasta Hy vilket innebér att
med en signifikansniva pa a = 0.05 sa &r myntet rattvist.

. Lat © = (x1,x9,...,x,) vara ett observerat stickprov fran N(u,4), med
T = 1.37, n = 20. Testa hypotesen

Hy:p<1.1
H12M>1.1

med genom att berdkna p-vérdet och férkasta med ldmpligt vald signifi-
kansniva. (5 poing)
Lésning: Lat o = 0.05 och lat X = (X3, ..., X,,) vara ett stickprov fran
N(u,4), da giller att

X—p
o/vn

N(0,1).



Vidare, lat

At
obs 2/ /720

vara den motsvarande observerade kvantiteten. Eftersom Hy : p < 1.1 sa
ges p-véardet av

p=P(Z> zgns) = P(Z > 0.6) =1—0.73 = 0.27.

Da p > « sa forkastar vi inte Hy.



